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Introduccién

“Vector de

ainy @ Los Métodos de kernel son una familia de algoritmos

Reel relativamente nueva en el mundo del andlisis inteligente de

% datos y reconocimiento de patrones.

@ Combinan la simplicidad y eficiencia de algoritmos como el
perceptrén y ridge regression con la flexibilidad de sistemas
no-lineales y el rigor de los métodos de regularizacion.

Introduccién

@ Sea X el espacio de entrada e Y el dominio de salida.
X CR" Y ={—1,1} clasificacién, Y C R regresion
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Introduccién

Introduccion (2)

@ Alo largo del capitulo usaremos como ejemplo una funcién
de aprendizaje binaria f : X C R" — R de la siguiente forma

o Laentradax = (xi,...,x,)” es asignada a la clase positiva si
f(x) =0,
@ Sino es asignada a la clase negativa
@ Estaremos interesados ademas cuando f(x) es una funcién
no-lineal de x € X, y lo resolveremos encontrando una
funcion lineal f(x) que sea la imagen de un mapeo no-lineal.
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Introduccién

Introduccion (3)

@ El conjunto de entrenamiento
S= {(x17y1)7 ce (xmvym) - (X X Y)m}

@ m es el numero de ejemplos, x; es el ejemplo o instancia e y;
es su etiqueta

@ Denotamos por (x,w) = x"w = ¥, x;w; al producto interno
entrexyw
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Introduccién

Métodos de Kernel

@ Métodos de Kernel = llevar los datos a un espacio vectorial
donde se pueda aplicar métodos lineales = identificar
patrones

@ Este mapeo es no-lineal = descubrir relaciones no-lineales
usando métodos lineales.

@ Consideremos el mapeo ¢ : x € X — ¢(x) € F
@ X: espacio de entrada. F : Espacio caracteristico.
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El perceptrén

Representacion Primal

@ El algoritmo del perceptrén aprende una clasificacion binaria
usando una funcién lineal con valores reales f : X CR" — R

f6) = (wx)+b
= zn:w,-x,-—i—b
i=1

@ Donde (w,b) € R" x R son parametros que controlan la
funcion y la regla de decision esta dada por sign(f(x))

@ w, b se aprenden de los datos y su salida es el algoritmo del
perceptrén
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El perceptrén

Interpretacion Geométrica

@ El espacio de entradas X se divide en dos partes por el
hiperplano definido por (w,x)+b =0

@ Un hiperplano es un subespacio afin de dimensién n — 1 que
divide el espacio en dos partes correspondientes a dos
clases.

o Esta representacion de n+ 1 parametros libres permite
representar todos los posibles hiperplanos en R”
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Interpretacion Geométrica (2)

“Vector de

Slegaiioy @ La distancia euclidiana de un punto x; al plano
Métodos de

Kernel”

i": wixj+b (w,xj) +b

Aol [l

El perceptrén

o [[wl[ =/ {w-w)
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Notaciones

“Vector de

Soportey @ Los estadisticos usan este modelo y le llaman discriminante
Kernel” lineal (FISheI', 1936)
caroe @ En redes neuronales se le llama perceptron (Rosemblatt,
1960)

@ w es el vector de pesos y b el sesgo (bias).
@ —b=0= umbral
@ Se desea minimizar

D(w,b) = ZyJ (xjw+Db)

El perceptrén

@ Derivando respecto de w y b tenemos
dD(w,b)
“ow Zijj
J

dD(w,b)

5 ;yf
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El perceptron: Algoritmo forma primal

“Vector de
Soporte y
Métodos de

Kor Algoritmo 1 Algoritmo del Perceptrén (forma primal)
: Dado un conjunto de entrenamiento S
wo «— 0;bg «— 03k — 0
© R max <j<m |yl
repeat
forj=1tomdo
if yj((wk,xj> +by) <0then
Wit1 < Wi T NYjx;
biy1 — br+My;R*
k—k+1
end if
end for
12: until No haya errores dentro del loop
13: Salida: (wy,by)

El perceptrén

N R

_._..
-~ o ©
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Observaciones
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Notese que la contribucion de x; al cambio de peso es oyny;x;

o, es el nimero de veces que x; esta mal clasificado

@ El nimero de fallos totales k
El o :
perceptron k = o
Lo
o
I
w = Z (ijij
j=1

El algoritmo modifica directamente wy b

Si existe un hiperplano que clasifique correctamente los
datos = datos linealmente separables

Sino puede caer en infinitos ciclos
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Representacion dual

“Vector de

Soportey @ Dada las observaciones anteriores, podemos representar la

Métodos de

Kernel funcién de decision de la siguiente manera

h(x) = sign((w,x)+ (1)

m
El perceptron = sign <<Z O, y;xj, X > ) (2)
j=

= sign (/Z Oijj<Xj,X> +b) (3)
=1

—_
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El perceptrén

El

perceptrén: Algoritmo forma dual

A

Igoritmo 2 Algoritmo del Perceptron (forma primal)

9:
10:
11:

12

1
2
3
4
5:
6
7
8

: Dado un conjunto de entrenamiento S
T 005090
¢ R max <i<m | |xil|
. repeat
fori=1tomdo
if (ZJWLI (ijj<x]',x> + b) < 0then
o — o+ 1
b« b+ny;R?
end if
end for
until No haya errores dentro del loop
: Salida: (o, b) para definir h(x) segun ecuacion (1)
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Observaciones

“Vector de

Soportey @ Notese que la informacion sobre los datos sélo llega (x;,x;)

Métodos de

Kernel”

@ Esto significa que no necesitamos los puntos, sélo sus
productos internos.

@ Veremos que esto se puede realizar de manera
El percepiron computacionalmente eficaz usando una funcién de kernel

@ Lainformacion acerca de las posiciones relativas de los
datos en el nuevo espacio esta codificado en los productos
internos entre ellos

@ Los productos internos entre las proyecciones de los datos
de entrada en el espacio nuevo altamente dimensional
pueden solucionarse computacionalmente mediante una
funcién de kernel

17/94



oty
Soporte y

Métodos de
Kernel

@ Minsky 1969

El perceptron

AND

X0R
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Usando Kernels

e Transformacion implicita usando Funciones de Kernels

A
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Mapeo implicito con kernels

“Vector de

ainy @ Podemos llevar los datos originales al espacio caracteristico

Kernel® F donde los métodos lineales capturen caracteristicas
% relevantes de los datos. Usamos el mapeo ¢

O:xeX—o0(x)€F

Uisieto (il @ Aprovechandonos de la representacion dual, f(x) en el
espacio caracteristico queda

f) = iaiyi@(xi),«p(x» b

@ Podemos reemplazar estos productos internos en el nuevo
espacio, por una funcién de kernel que calcule directamente
los productos internos como una funcion de las entradas x
originales.
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Usando Kernels

Funcion de Kernel

@ Sea K funcién de kernel, tal que para todo x,z € X

K(X?Z) = <¢(x)7¢(z)>

@ donde ¢ es el mapeo de X al espacio caracteristico F

@ La dimension del espacio caracteristico no afecta la
computacion del kernel.
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Usando Kernels

Funcién de Kernel: Ejemplo

@ Consideremos dos puntos x = (x1,x2) y z = (z1,22) en un
espacio bi-dimensional y la funcién K (x,z) = (x,z)?

52 = (), (2,22))
= (xz1 +x222)2
= X%z% + x%z% + 2x1X22122
= ((¢],23,V2xix2), (21,33, V22122))

@ El producto interno anterior en el espacio caracteristico
corresponde al mapeo

(x1,2%2) == O(x1,x2) = (7,23, V2x122)

22/94



Funcion de Kernel: Ejemplo(2)

“Vector de

Soporte y @ Por lo tanto

Métodos de

Ker

K(X,Z) = <X7Z>2 = (¢(X),¢(Z)>

@ Es facil computar un kernel K (x,z) = (x,z)¢, pero genera un
espacio caracteristico de (”+j_1) dimensiones, por lo que

computar ¢(x) se vuelve infactible computacionalmente
@ Podemos usar kernels sin conocer el mapeo ¢ asociado

Usando Kernels

n
Px)

@lo)
lx)
oy
ox)
oo}

@(x)
o)
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Teorema de Mercer

“Vector de

Shpaiey @ Sea X un subconjunto compacto de R”. Supongamos que K

Métodos de

Kernel® es una funcién continua simétrica tal que el operador integral
: TKiLz(X) —>L2(X)

(Tf)() = [ KCof (e
Usando Kernels o Es pOSitiVO, es decir
/X XK(x,z)f(x)f(z)dxdz > 0,Vf € Ly(X)

@ Podemos expandir K(x,z) en una serie con convergencia
uniforme sobre X x X en términos de Tk funciones propias
¢; € Lr(X), normalizado de tal forma que ||¢;||z, =1y
valores propios asociados positivos A; > 0

K@@zi%%@%@
2
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Teorema de Mercer (2)

“Vector de

Soportey @ Laimagen de un vector x via el mapeo implicito definido por

Métodos de
Kernel” el kernel es Z;;l \/7\’»_](])_] ('x)

@ Kernel estandar gaussiano (radio basal)

K(x,2) = exp (_H—zlr>

262

Usando Kernels

@ Kernel polinomial de grado d
K(X,Z) = (<X7Z> + l)d
@ Red neuronal

K(x,z) = tanh (k; (x,z) +k2)
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Q Sobreajuste y cotas de generalizacién
Sobreajuste y

generalizacion

A
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Sobreajuste y
cotas de
generalizacién

Sobreajuste y cotas de generalizacion

@ El principal supuesto que haremos, es que todos los puntos
de los conjuntos de entrenamiento y prueba son
independientes y vienen de la misma distribucion (fija, pero
desconocida) La capacidad de generalizaciéon depende del
tamano de la muestra y de la czipacidad efectiva de la
hipdtesis usada en el sistema (f)

@ Esta cantidad es una medida de flexibilidad del algoritmo,
contando de cuantas formas distintas el algoritmo puede
etiquetar un conjunto de datos, separando correctamente al
usar una funcion equivalente a la solucién obtenida.

27/94



Definicion

“Vector de

Soporte y o Definamos el margen funcional de una ejemplo (x;,y;) con

Métodos de

Kernel" respecto al hiperplano, como

Yi = yi({w,xi) +b)

@ Notemos que y; > 0 implica una correcta clasificacion

@ Reemplazaremos la definicion de margen funcional por el

Sobreajuste y

cotas de margen geomeétrico obtenemos una funcion lineal

generalizacién

Il [lwl]
Euclidiana a la frontera de decisién en el espacio de entrada.

normalizada ( L ) correspondiente a la distancia

@ El margen de un conjunto de entrenamiento S es el maximo
margen geométrico sobre todos los hiperplanos

o El tamano del margen sera positivo si el conjunto de
entrenamiento es linealmente separable
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Margen geométrico

Figura: Margen geométrico de dos puntos (a la izquierda), margen de
una muestra (a la derecha)
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Sobreajuste y
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generalizacién

Teorema 1

@ Considere una funcién de umbral L con vector de pesos
unitarios sobre el producto interno en un espacio Xy Y€ R
fijo. Para cualquier distribucion de probabilidad 2 sobre
X x {—1,1} con soporte en una bola de radio R entorno al
origen, con probabilidad 1 — & sobre m ejemplos aleatorios S,
cualquier hipétesis f € L que tiene margen mg(f) > y sobre
S tiene errores no mayores que

2
64R | @ln 32m 4)

’Yz n 8R2 ?—Fln*

2
< = —
errp(f) <e(m, L,8,y) - < 5

e m>2/ey64R* /Y <m
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Teorema 1 (2)

“Vector de

ainy @ Lo importante de este resultado, es que la dimensién de

Kernel® entrada de x no parece, esto significa que el resultado
también puede aplicarse a espacios infinito dimensionales

@ Curse of dimensionality (Richard Bellman)

@ Este teorema no dice nada respecto de data no linealmente
separable ni data con ruido (que puede causar un margen
Sobreajuste y estreChO)

cotas de
generalizacién
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Definicion

@ Consideremos una clase ¥ de funciones en el dominio de los
reales sobre un espacio de entrada X para clasificacion, con
umbral 0. Definamos la variable de holgura del margen de un
ejemplo (x;,y;) € X x {—1,1} con respecto a una funcién
f € F yel margen y como la cantidad

E((xi,yi1).f,Y) = & = max (0,y—yif (x;))

@ Notemos que &; > yimplica una mala clasificacion de (x;,y;)

32/94



Definicion (2)

“Vector de

Soportey @ &(S.f,v) es el vector de holgura del margen de un conjunto

Métodos de

Kerner de entrenamiento S = {(x1,y1),- -+, (Xm,Ym) }
: @ Respecto de f y Y contiene a las variables de holgura

§=8(S:/,1) = (&5 -,5m)

@ Las variables de holgura pueden medir ruido en los datos,

Sobreajuste y

cotas de causado por puntos individuales en los datos (con pequenos

generalizacién

margenes o valores negativos)
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Teorema 2

“Vector de

ainy @ Consideremos funciones L con valores reales, umbral y
oo vector de pesos sobre un producto interno X y y € R fijo.

; Existe una constante c tal que para cualquier distribucion de
probabilidad 9 sobre X x {—1,1} con soporte en una bola
de radio R entorno al origen, con probabilidad 1 — & sobre m
ejemplos aleatorios S, cualquier hipotesis f € L tiene un error

Sobreajuste y no mayor que

cotas de
generalizacién

m

2 2
errl)(f) <= £ <R "i:yngZ 1n2m+1né)

@ Donde & = &(f,S,Y) es el vector de holgura respecto de f y 'y
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Teorema 3

@ Consideremos funciones L con valores reales, umbral y
vector de pesos sobre un producto interno X y y € R fijo.
Existe una constante c talque para cualquier distribucion de
probabilidad 9 sobre X x {—1,1} con soporte en una bola
de radio R entorno al origen, con probabilidad 1 — & sobre m
ejemplos aleatorios S, cualquier hipotesis f € L tiene un error
no mayor que

2
errgp(f) <= % <1;21n2m+ H%Hl lnm—i—lné)

@ Donde & = &(f,S,7) es el vector de holgura respecto de /'y ¥
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Sobreajuste y
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generalizacién

Observaciones

@ El Teorema 2 es la generalizacion de la cota del error y toma
en cuenta la cantidad en la que los puntos fallan respecto del
margen y

@ La cota es en términos de &, lo que sugiere que si minizamos
esta cantidad, mejoraremos el desempefio.

@ La cota no descansa en que los puntos son linealmente
separables, por lo que puede existir ruido o problemas con
los datos

@ Optimizar la norma de & no implica directamente minimizar el
numero de elementos mal clasificados, sin embargo es
computacionalmente mas barato.

@ Soft margin v/s hard margin (vector de holgura tiene un efecto
difuso sobre el margen)

36/94



“Vector de
Soporte y

Métodos de
Kernel”

37/94



Clasificadores SV
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Métodos de
Kernel”

FIGURE 12.1. Support vector classifiers. The left panel shows the separable
case. The decision boundary is the solid line, while broken lines bound the shaded
mazimal margin of width 2C = 2/||8||. The right panel shows the nonseparable
(overlap) case. The points labeled f; are on the wrong side of their margin by
an amount & = C&;; points on the correct side have & = 0. The margin is
mazimized subject to a total budget Y& < constant. Hence E{; is the tlotal
distance of points on the wrong side of their margin.
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Hiperplano Optimal

“Vector de

Saminy @ Encontrar el hiperplano éptimo que separa dos clases
kel equivale a resolver el problema de optimizacion
max C
w,b
w,x)+b
sa im0 +b) oy
[l

1

@ Las restricciones definen un margen de decision y = i
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Lagrangiano Primal

“Vector de

Soportey @ Por lo tanto, es Lagrangiano primal es

Métodos de

Kernel”

Lp(W,b,(l) = %(W,W) — iaibﬁ«W,X,‘) +b) — 1]

=

@ Donde los a; > 0 son los multiplicadores de Lagrange

@ Este es un problema de programacion no-lineal convexo =
funcién objetivo es convexa y los puntos que satisfacen las
restricciones, forman un conjunto convexo (cualquier
restriccion lineal define un conjunto convexo, y un conjunto
de K restricciones lineales simultaneas define la interseccion
de los K conjuntos convexos = también es un conjunto
convexo.
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Lagrangiano dual

“Vector de

Soportey @ Derivando respecto de w y b tenemos que
Métodos de
Kernel” OLp(w,b, o) L
—_— = Ww-— Zyiocixi =0
Sw i1
SLp(w,b, ) i
—_— = yit; = 0
8b i=1
@ Utilizando estas relaciones en el Primal obtenemos
1 m
Lp(W,b,OL) = E(W,W) — Z 0L,>[y,-(<w,x,~) +b) — 1}

i=1

l m
= 5 LYooy, x) — Y yiviicy (xi, ) + )
ij i =1

s

1
Lp(w,b,a) = o= Y Viy;otioy (x;, x;)
iy

i=1
@ También se conoce como Wolfe dual
@ Anadlogo al perceptron, también se logra una solucién en la

que pueden usarse kernels.
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Proposicion 1

“Vector de

Soportey @ Consideremos una muestra linealmente separable

Métodos de
Reirl S:{<xl7yl)7"'7(-xmvym)}
@ Y supongamos que los pardmetros o resuelven el problema
de optimizacion cuadratica

Maximizar W(OC) = :n:l o — %Ziniyj(X[(lj<xi,XJ>
S.A. Z;”Zly,-oc,- =0
o >0 Jd=1,....m

@ Entonces el vector de pesos w* =} | y;0."x; forma parte del
hiperplano de maximo margen y= 1/||w*||>
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Proposicién 1 (2)

“Vector de

Shpaiey @ b no aparece en el dual, por lo que b* debe ser encontrado

Métodos de

kel usando las restricciones del primal

_ maxy— ((w*,xi)) +maxy,—; ((W*,x;))

b*
2

@ Las condiciones de Karush-Kunh-Tucker(KKT) afirman que el
optimo a*, w*, b* debe satisfacer

o yi((wi,x) +b6*)—1]=0,i=1,....m

@ Esto implica que solo para las entradas x; donde el margen
funcional es uno = muy cerca del hiperplano clasificador =
Support Vectors (SV).
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Proposicion 1 (3)

“Vector de

ainy @ En otras palabras podemos expresar la representacion dual

Kernel® en términos de este subconjunto de parametros

f(x,O(*,b*) - Zyl xta +b*

= Z yl xl: + b*
ieSvV
@ Los multiplicadores de Lagrange miden la importancia de
cada ejemplo de entrenamiento en la solucién final

@ Perceptron a; media el nUmero de equivocaciones del
i-ésimo ejemplo
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Proposicion 1 (4)

“Vector de

Saminy @ Ofra importante consecuencia de las KKT para j € SV
Kern
yif (xj,0%,b") = Zyl (x;j,x) +b* | =1
iesSv
@ Por lo tanto, podemos expresar ||w|| y el margen como
funcion de los multiplicadores o
m
(whw*) = Zy,-yjoc’f(x*(x,-,xj)
= Z o ;Y Z Yo x,,xj
jesv ieSvV
= ¥ @(-yb)
jesv

= Z(xl*

ieSv
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Proposicion 2

“Vector de
Sopartey @ Consideremos la muestra S{(x1,y1),..., (Xm,Ym)} ¥
Kernel" supongamos que o.* y b* resuelven el problema de
; optimizacion dual. Entonces w = Y | y;0’x; forma parte del

hiperplano con margen geométrico

—1/2
Y="1/lwll2= (Z 06?‘)

icSv
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Proposicion 1 usando kernels

“Vector de
Sopartey @ Consideremos una muestra S = {(x1,y1),---, (X, Ym) }
e linealizable en el espacio caracteristico definido por el kernel
: ' K(x,7)
@ Y supongamos que los parametros o resuelven el problema
de optimizacion cuadratica

Maximizar W((X,) = ;n:I o — %Ziniyj(XiOCjK(x,‘,Xj)
S.A. ;n:l yio; =0
o >0 Jd=1,...,m
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Proposicidon 1 usando kernels (2)

“Vector de
S t icif i
Soportey. @ Entonces la regla de decision dada por S|gn(f(x).), donde
Kern fx) =X", yio'K(x;,x) +b* es equivalente al hiperplano de
; maximo margen en el espacio caracteristico implicito definido

por el kernel K(x,z) y que el hiperplano tiene margen

geométrico
~1)2
< 4 ;6)
ics

@ Nétese que un Kernel que satisface las condiciones de
Mercer, es equivalente a que la matriz (K (x;,x;));; sea
definida positiva.

@ Esto transforma el problema a convexo ya que la matriz
(viy;K (x:,x;))7; también es definida positiva = solucion tnica

@ El problema se puede comprimir sélo usando los SV
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Teorema

“Vector de

ainy @ Consideremos funciones L reales con umbral con vector de
e pesos unitario sobre un espacio X con producto interno. Para

: : cualquier distribucion de probabilidad 2 sobre X x {—1,1},

con probabilidad 1 — & sobre m ejemplos de S, el hiperplano

maximal tiene un error menor que

1 em m
< - —
errp(f) < y <dln 7 +In 5>

@ Donde d es el niimero de SV.
@ Eleccion del Kernel
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SMO (Soft margin Optimization)

“Vector de

Shpaiey @ Intenta mejorar el problema de generalizaciéon de Hard

Métodos de

Kern Margin
’ ' @ Cuyo problema de optimizacion es

Minimizar,, , (w, w)
SAyi((wx)+b) > lji=1,....m

@ Introduciremos variables de holgura permitiendo violar las
restricciones

SAyi((w,xi)+b) > 1-Ei=1,....m
& > 0,i=1,....m
@ De la misma forma necesitamos controlar el tamano de las

violaciones &;
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Soft Margin norma 2

“Vector de

Sopartey. @ Cuyo problema de optimizacion es
Kernel
Minimizar,, , (w,w) + cym &
SAyi((wx)+b) > 1-E,i=1,....m (4)

£>0,i=1,....m
@ C controla el equilibrio entre los errores de clasificacion y el
margen.
@ El Lagrangiano primal de este problema es

Lnb& o) = 300) + 5 18- Yol +) 148
i=1 i=

@ donde a; > 0 son los multiplicadores de Lagrange
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Soft Margin norma 2 (2)

“Vector de .
Slopt‘they @ Para encontrar la forma dual debemos derivar respecto a w, £
Métodos de y b

oL(w,b,§, ) .-

—_— = w- Zy,-oc,x, =0

ow i=1
OL(w,b
(Wég’g’a) _ Ci—a—0
JoL(w,b,E, o UL
CACTATIN

@ Reemplazando estas relaciones en el primal obtenemos la
siguiente funcion objetivo
Lwbta) = Yo Zy,yoc,oc i)+ i (00,8 — —= (a1, 1)
(-3 P U '] ‘J Y] 2C 2C
n 1
Z Zylyjala]<xl7x]> (o, o)
i=1 ij 2C
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Soft Margin norma 2 (3)

“Vector de

Shpaiey @ Maximizar sobre o es equivalente a maximizar

Métodos de
Kernel”

W(o) = Z &%= ZyiijCiOCj <<xiaxj> + C81j>
i=1 ij

@ Donde §;; es la 8 de Kronecker

1 sii=j
8= { /
0 e.t.o.c.

@ Usando Kernels obtenemos la siguiente proposicién
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Proposicion

“Vector de

Soporte y @ Considerando la muestra de entrenamiento S

Métodos de

emet @ Usando el espacio caracteristico inducido por el kernel
' K(x,z) y supongamos que o.* resuelve el problema de
optimizacién cuadratico:

1 1
o — > Y yivjouoy ((xi,xj') + C&-j)
i

m
SA: Y yioi =0
i=1

OLiZO,i:l,...,m

=

£

[
-

I
-
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Proposicion (2)

hfvggéz:i @ Seaf(x) =Y",vio;K(x;,x)+b* , donde b* es escogido de
Kernel" manera tal que f(x;) = 1 — o /C para cualquier i con o # 0.
S Entonces la regla de decision definida por sign(f(x)) es
equivalente al hiperplano en el espacio caracteristico definido
implicitamente por K (x,z) el cual resuelve el problema de
optimizacién (4), donde las variables de holgura estan

definidas respecto del margen geométrico

| ~1/2
Y= (Z o — C<0°*70°*>>
iesSv
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Proposicion (3)

“Vector de

Soporte y @ Demostracion: El valor de b* es escogido usando la relacién
Metodos de o; = C&; y por referencia a las restricciones del primal

Kernel”

generadas por las condiciones complementarias de Karush
Kuhn Tucker

(x,-[y,-((wi,x,-> +b) —1 +ai] =0,i=1,....m
@ Esto se mantiene al computar la norma de w* la cual define
el tamafo del margen geométrico

(w*,w*)

m
Y vivioy K (xi,x;)
iy

= Y &y Y o K(xi,x;)

JESV ieSv

= T -5 )
JjeSv

- Yo-Yay
iesv iesSv

1
= Z (x’fff<(x*f’(ff>
ieSv l Ct
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Proposicion (4)

“Vector de

Soportey @ El problema es equivalente a usar hardmargin, solamente

Métodos de

Kernel" hay que adicionar 1/C en la diagonal de la matriz de kernel.

@ Esto provoca el efecto de agregar 1/C a los valores propios
de la matriz, mejorando su condicionamiento

@ Usar un suavizamiento con norma 2, equivale a cambiar el
kernel

K(x,z) = K(x,2) + %Sx(Z)
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Soft Margin norma 1

“Vector de

Sopartey. @ Cuyo problema de optimizacion es
Kernel
Minimizar,, , (w,w) + CYym, &
SAyi((wx)+b) > 1-E,i=1,....m (5)

£>0,i=1,....m

@ El Lagrangiano primal de este problema es

nm

Lo &) = 300+ € &= B ul(ls) +5) = 1481 Y i

= i=1

@ dondeqa; >0yr; >0
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Soft Margin norma 1 (2)

“Vector d .
Soportsy @ Para encontrar la forma dual debemos derivar respecto a w, &
Métodos de b
Kernel” y
dL(w,b,E,ar) “
—EE = w= Y o =0
ow i=1
OL(w,b,E, 0
= 83:;&7 g C—oiri=0
dL(w,b,E,ar) v
—T = Y i =0
ob =1

@ Reemplazando estas relaciones en el primal obtenemos la
siguiente funcion objetivo

m

1
L(w,b,&0,r) =Y o;— 3 Y vivjoioy(xi,x;)
i=1 iy
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Soft Margin norma 1 (3)

“Vector de

Shpaiey @ Observemos que esta es idéntica al problema de maximo

Métodos de

Kernel margen a excepcién de la restriccion C — a; — r; = 0 junto
: conr; >0, lo que fuerzaa; < C

@ Las condiciones KKT son

Oci[yi(<x,-,w>+b)—l—|—§,~] =0,i=1,...,m
&,-(oci—C) =0,i=1,...,m

@ Observemos que &; #0= o, =C
@ Los puntos con &; # 0 tienen un margen menor a 1/||w||.
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Proposicion

“Vector de
Soporte y @ Considerando la muestra de entrenamiento S

Métodos de

@ Usando el espacio caracteristico inducido por el kernel
K(x,z) y supongamos que o.* resuelve el problema de

optimizacién cuadratico:

m
- 1
Maximizar W(a) = ; %= %)’i}’jaiajK(xiaxj)
m
SA: Zyioci =0
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Proposicion (2)

hf:%égge @ Seaf(x)) X", yio;K(x;,x) +b*, donde b* es escogido de
Kernel” manera tal que y;f(x;) = 1 para cualquier i con C > a;f > 0.

: Entonces la regla de decision definida por sign(f(x)) es

equivalente al hiperplano en el espacio caracteristico definido

implicitamente por K (x,z) el cual resuelve el problema de

optimizacién (5), donde las variables de holgura estan

definidas respecto del margen geométrico

~1/2
Y= ( ) )’i)’ja?a;K(xi,xj))

ijesSv

@ b* se obtiene a partir de las KKT las que si C > a7 >0,

& =0y
yi((xi,w*) +b*) —1+& =0
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Proposicion (3)

“Vector de

Sopottely @ La norma de w* esta dada por la expresion
Métodos de
Kernel”

m

* * k) %k
(w',w) = Z)’i)’jai o K (x;, %))
i
* %k
= X ) ooy K (x,x)
jESViesV

@ Restriccion para o; = box constraint
@ Limitar influencia de outliers

@ Ambas formas de soft margin obtienen soluciones basadas
en hard margin
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v-SVM

“Vector de

ainy @ Un problema es determinar la constante C
Kernel” @ Este problema equivale a encontrar 0 < v <1 en el problema
% de optimizacion
- 1
Maximizar W(a) = —3 Y yiviouoyK (xi,x;)
ij
m
S.A: ZyiOCi =0

i=1

m
Zoc,-zv
i

/m>a;>0,i=1,....m

@ Podemos ver esto como la proporcion del conjunto de
entrenamiento cuyo margen es mayor que vV

@ Vv no depende de la escala del espacio caracteristico, sino
solo del nivel de ruido en los datos. oo on




SVM como método de penalizacion

“Vector de

Soportey. @ Usando f(x) = (w,0(x)) + b consideremos el problema de

be optimizacién

min Y [1—yif ()] + M w]|? (6)
W i=1

@ Donde + indica la parte positiva. Se puede demostrar que
con lambda = 1/(2C) la solucién es la misma que (5)

Tabla: Comparacion de funciones de pérdida

[ Funcién de pérdida_|

L(y.f(x)

[

Funcién a minimizar

Log verosimilitud

log(1+ e V) )

£(x) =log po=t17

MSE

0—f(x)*

0 =Prl=+1X) —Prly=—11X)

SVM

(1= yif (x)]+

+1 siPr(y=+1]X)> 1
f<x>:{ P Pr= 2 2
— e.t.o.c.
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SVM como método de penalizacion(2)

“Vector de
Soporte y
Métodos de -
Kernel” N
“ ——  Binomial Log-likelihood
Carlo ——  Squared Error
- < A ——  Support Vector
o
2
g o |
s 2
o
0
2 4
=
S
T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
¥

FIGURE 12.4. The support vector loss function, compared to the (negative)
log-likelihood loss for logistic regression, and squared-error loss. All are shown as
a function of yf rather than f, because of the symmelry in all three belween the
y = +1 and y = —1 case. The log-likelihood has the same asymptotes as the SVM
loss, bul is rounded in. the il
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Kernels y la funcién de estimacion

“Vector de

Soportey @ Recordemos que

Métodos de

ernel”

K(v,2) = ¥ A (0)hs(2)
=1

® Y 0;(x) = \/Ajhj(x) entonces con 0; = \/Ajw;
@ Podemos reescribir (6) como
min
b,0

+C
v

Ion

1

™
R

[1 —yi(b+ i 0;h;(x;))

=1

i=1
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Kernels y la funcién de estimacion (2)

“Vector de

i La teoria garantiza que existe una solucién finito dimensional

Kernel” de la forma

flx)=b+ i oK (x, x;)
i=1

1

En particular existe un criterio de optimizaciéon equivalente

. A _ . . T
mo}ni;(l yif (xi))+ + Co” Kot

Donde K es una matriz m x m con entradas K;; = K(x;,x;)
Estos modelos se pueden expresar de manera mas general

minY" (1 -y ()« + CI(F)

fertis

Donde # es el espacio de funciones y J(f) es el
regularizador del espacio
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SVM y la maldicién de la dimensionalidad

“Vector de
Soporte y

Mé;(todoslvde TABLE 12.2. Skin of the orange: shown are mean (standard error of the mean)
ernel

of the test error over five simulations. BRUTO fits an additive spline model adap-
tively, while MARS fits a low-order interaction model adaptively.

Test Error (SE)
Method No Noise Features Six Noise Features
TSV Olassifier 0.423 (0.006) 0.466 (0.008)
2 SVM/poly 2 0.081 (0.016) 0.172 (0.015)
3 SVM/poly 5 0.212 (0.008) 0.393 (0.004)
4 SVM/poly 10 0.265 (0.011) 0.438 (0.006)
5 BRUTO 0.082 (0.009) 0.080 (0.009)
6 MARS 0.138 (0.016) 0.116 (0.004)
Bayes 0.061 0.061
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“Vector de
Soporte y

Métodos de
Kernel”

Kernel ridge
regression

0 Kernel ridge regression

A
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“Vector de
Soporte y
Métodos de
Kernel”

Kernel ridge
regression

Kernel ridge regression

@ Ridge regression + Kernels = Proceso Gaussiano

@ Necesitamos encontrar una funcion de regresion lineal
f(x) = (w,x) que entrene la muestra S, donde las etiquetas
son numeros reales, es decir, y; € R.

@ La calidad del modelo se mide por el cuadrado de las
desviaciones y; — (w,x;) junto con tratar de mantener la
norma de la funcién lo mas pequena posible.
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“Vector de
Soporte y
Métodos de

Kernel

Kernel ridge
regression

Kernel ridge regression (2)

@ El resultado se describe en el siguiente problema de
optimizacién
Minimizar Mwl|?+ X IE_,Z } @)
S.A: yi—{wx)=E,i=1,....m
@ Del cual se deriva el Lagrangiano
MinimizarL(w, &, o) = k|\w\|2+2§2+2al yi— (w,x;) — &)
i=1
@ Derivando tenemos que

1 (0.4

MY T2
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“Vector de
Soporte y
Métodos de

Kern

Kernel ridge
regression

Kernel ridge regression (3)

@ Reemplazando estas relaciones obtenemos el dual

. . c 1 e 1 2
Maximizar W(a) = i;yi%’ Y izj,o‘io‘j<xi7xj> T4 Z“i

@ Reescribiendo de manera vectorial tenemos

1 1
W(a) =y'a— —a’Ko—-a’a
() =y'a-g 4
@ Donde K es la matriz Gram Kj; = (x;,x;) o la matriz de
Kernels K;; = K (x;,x;) si trabajamos en el espacio
caracteristico
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“Vector de
Soporte y
Métodos de

Kernel

Kernel ridge
regression

Kernel ridge regression (4)

@ Derivando respecto de « la siguiente condicion

1 1
——Koa—-a+y=0
7 20Ty
@ Obteniendo la solucion
o =2MK+A)"y

@ Y la funcién de regresion

f@x) = (w,x) =y (K+M) "'k

@ Donde k es el vector con entradas k; = (x;,x),i=1,...
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“Vector de
Soporte y
Métodos de
Kernel”

Kernel ridge

regression

Proposicion

@ Supongamos que queremos hacer una regresién sobre la
muestra de entrenamiento S

@ Usando el espacio caracteristico definido implicitamente por
el kernel K (x,z), y sea f(x) = y' (K+ M)~ 'k donde K es
una matriz m x m con entradas K;; = K(x;,x;) y k es el vector
con entradas k; = K (x;,x).

@ Entonces la funcién f(x) es equivalente al hiperplano en el
espacio caracteristico implicitamente definido por el kernel
K (x,z) que resuelve el problema de optimizacion ridge
regression (7)
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“Vector de

Soporte y
Métodos de

Kernel

Kernel PCA y
CCA

e Kernel PCA y cea

o
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“Vector de
Soporte y
Métodos de
Kernel”

Kernel PCA 'y
CCA

Kernel PCA'y CCA

Veremos dos técnicas que pueden ser adaptadas para ser usadas

con Kernels

@ Analisis de componentes principales (PCA), para reducir la
dimensién de los datos.

@ Analisis de correlacién Canédnica (CCA), que ayuda a
encontrar correlaciones entre los datos formados por dos
pares de vectores o entre dos dataset cuyos elementos
forman una biyeccion.
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Analisis de componentes principales (PCA)

“Vector de

Soportey @ Es una técnica clasica para analizar data de alta dimension
Rorely = extraer su estructura oculta = Encontrar un subconjunto

; (pequerio) de coordenadas que describen la mayor parte de

la informacién de los datos

@ Se puede demostrar que las direcciones que proveen mas
informacion de los datos son los k vectores propios
principales de los datos => Para un £ fijo, minimizan la
distancia cuadratica entre los datos originales y los datos
transformados.

@ Los vectores propios se llaman ejes principales de los datos y
las nuevas coordenadas de cada punto se obtienen mediante

Kernel PCA y la proyeccion de este en los k ejes principales.
CCA
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“Vector de
Soporte y
Métodos de
Kernel”

Kernel PCA 'y
CCA

Analisis de componentes principales (PCA)

@ Como antes, representdbamos los vectores en la forma dual,
como combinaciones de los datos v =}, oiix; y necesitamos
encontrar los parametros «;

@ Dado un conjunto de datos no etiquetados S = {x1,...,xu}
que estan centrados Y ;x; =0

@ La matriz de covarianza empirica se define como

1
C = F ;.xl‘xiT

@ Y es una matriz semi definida positiva.
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“Vector de
Soporte y
Métodos de
Kernel”

Kernel PCA 'y
CCA

Analisis de componentes principales (PCA) (2)

@ Sus vectores y valores propios pueden ser escritos como

w=Cy= Z (xi,v)x;

1

@ Cada vector propio puede escribirse como combinacién lineal
de los ejemplos de entrenamiento

V= Zoc,-xi
i

@ Para algun o y asi permitir una representacion dual que
utilice kernels.

@ Usando los k primeros vectores propios genera la mejor
aproximacion que minimiza la suma de las 2-normas de los
residuos de los ejemplos de entrenamiento.
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“Vector de
Soporte y
Métodos de
Kernel”

Kernel PCA 'y
CCA

Analisis de componentes principales (PCA) (3)

@ Realizando la misma operacion sobre el espacio
caracteristico => usar imagenes de los puntos ¢(x;), con
simples manipulaciones podemos encontrar los coeficientes
o de los n vectores propios pueden obtenerse al resolver el
problema de valores propios

mAo = Kot

@ E imponiendo la normalizacion 1 = A, (0", a"),n=1,...,n
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“Vector de
Soporte y
Métodos de

Kern

Kernel PCA 'y
CCA

Analisis de componentes principales (PCA) (3)

@ Aunque no tengamos las coordenados explicitas de los
vectores propios, podemos calcular las proyecciones de los
ejemplos sobre los n vectores propios V" de la siguiente

manera
m

(0(x),v") = ) oK (xi,x)

i=1
@ Esta informacién es todo lo que necesitamos de nuestros
datos para extraer regularidades.
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Analisis de correlacion Canonica (CCA)

hf:%égge @ Asumamos una biyeccién entre los elementos de dos
oo conjuntos, que posiblemente corresponden a diferentes
; descripciones del mismo objeto ( Ej: dos vistas del mismo
objeto tridimensional, o dos versiones del mismo documento

en idiomas distintos)

@ Dado dos pares S = {(x',x?);} CCA busca combinaciones
lineales de variables en cada conjunto que con maxima
correlacion

Yab;

\/ iaiZZibiz

@ Donde {a;} y {b;} son realizaciones de la variable aleatoria

r =

Kernel PCA y .
CCA con media cero
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Analisis de correlacién Canonica (CCA) (2)

“Vector de

Sy @ Dado dos conjuntos de vectores x! € X; y

Métodos de 5
Kern x;€Xoi=1,....m

@ Encontraremos vectores w! € X; y w? e X, tal que la

proyeccién de los datos en esos vectores tenga maxima
correlacion

@ Resolver esto es equivalente a transformar el problema en

0 Clz W1 _7\‘ C11 0 W1
Cy O w? |~ 0 C» w2

@ Donde

Kernel PCA 'y
CCA i=1
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Analisis de correlacién Canonica (CCA) (2)

“Vector de

Shpaiey @ Se pueden introducir kernels usando los mismos

Métodos de

Kernel® procedimientos vistos anteriormente
o wl =Y, ald(x!) y w? =¥,;020(x?) lo que conduce al
problema dual en o

0 KK |[ad K 0 a!
2 | = A 2 2
K>)K; 0 o 0 K2 (04
@ Donde K y K; son las matrices de kernel para los vectores
x! € X1 yx? €Xp,i=1,...,m asumiendo que estan en

biyeccion, esto es, la entrada ij en cada matriz corresponde
al mismo par de puntos.

Kernel PCA 'y .
CCA @ Resolviendo este problema podemos encontrar

transformaciones no-lineales de los datos que maximicen la
correlacion entre ellos.
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“Vector de
Soporte y

Métodos de
Kernel”
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Support vector regression

“Vector de

Sopottely @ Recordemos el modelo de regresién

f(x) =x"B+Bo

@ Para estimar B consideremos la generalizacion no lineal

Kernel”

H(B,Bo) = ZV *HBHZ

@ Donde

Vo(t) = {0 si|tf| <€

|t —€ eto.c.
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Support vector regression (2)

“Vector de

Saminy @ Medida de error €-no sensible = ignorar pequefios residuos

Kerner" @ Estimacion robusta

B r?/2 sir<c
vu(r) =
" clr|—c*/2 sir>c

@ Funcién de Huber menos sensible a outliers

7

Ve(r)
2 3
Vir(r)
0 2 4 6 8 1012

4o | el —c ¢
4 2 o 2 4 4 2 0o 2 4

T T

FIGURE 12.6. The left panel shows the c-insensitive error function used by the
support veclor regression machine. The right panel shows the error function used
in Lluber’s robust regression. (green curve). Beyond ||, the funclion changes from
guadratic to linear.
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Support vector regression (3)

“Vector de

Soporte y @ Sif3,Bp minimizan H la solucién es de la forma
Métodos de
Kernel” N N
v p = (0 —0)x; (8)
i=1
. N
f) =Y (@ =) (xx) +Bo )

Il
—_

@ Donde oy, 0l son positivos y resuelven el problema de
programacién cuadratica

N
mlnSZ +Oci)—Zy, 4oy +Z 74 o) (04 + o) (X7, x5)
0,0 i=1

SA.0< i,(X}k < 1/7\,
N

Y (0 +au)=0
i=1

a0 =0

@ Usar Ve(r/o)
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Regresion y kernels

“Vector de

Shpaiey @ Supongamos que aproximamos una funcién de regresién en

Métodos de

e términos de funciones base {¢,,(x)},m=1,2,....M

Z Bm¢m + BO
@ Para estimar B y o minimizamos
H(B,Po) = Z Vyi—fx)+5 ZB2

@ Para una medida de error general V(r) la solucion de
F(x) =Y BuOm(x) + Bo tiene la forma

flx) = Y ik (x,x)

Q

@ Donde K(x,y) = YM_, ¢u(x)0m(y)
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Regresion y kernels (2)

“Vector de

Soportey @ Por ejemplo, para V(r) = r?. Sea H una matriz de funciones

Métodos de

Kernel" base de n x m donde el im - ésimo elemento ¢, (x;) y
e supongamos que M > N

@ Por simplicidad asumamos o = 0, o que la constante es
absorbida en ¢

@ Estimemos B minimizando el error cuadratico

H(B) = (y—HPB)" (v—HB) +IBII”

@ La solucién es
y=Hp

@ Donde B esta determinado por

~H"(y—HB)+AB=0

92/94



Regresion y kernels (3)

“Vector de

Soporte y o
Métodos de

Kernel

@ Sin embargo N
HB = (HH" + M) 'HHy

@ Donde la matriz HH” de N x N consiste en
{HH"};j = K (x;,%))

@ Se puede probar que la prediccién de un x arbitrario debe
satisfacer

fx) = o)'B

@ Donde & = (HHT +1)"y
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“Vector de
Soporte y

Métodos de
Kernel”
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