Fundamentos de Investigacion de Operaciones

Modelos de Grafos

2 de junio de 2004

Muchos problemas de optimizacion puedes ser analizados y resueltos a través de representaciones
gridficas. Tal es el caso de los problemas de planificacion de proyectos (redes PERT-CPM). A contin-
uacion se estudiardn los problemas de Ruta mds Corta, Arboles de Minima Ezxpansion, Flujo Mdazimo
y Flujo de Costo Minimeo.

1. Definiciones

Un grafo o red esta definido por dos conjuntos de simbolos: nodos y arcos. Un nodo corresponde
a un vértice de un grafo. Un arco corresponde a un par ordenado de vértices que representan una
posible direccién de desplazamiento a través de un grafo. Por lo tanto, si un grafo posee el arco (i, j), el
desplazamiento desde el nodo ¢ al nodo j es factible en el grafo. El punto i es el nodo inicial, mientras
que el punto j es el nodo terminal del arco.

SeaV = {1,2,3,4} el conjunto de puntos o vértices de un grafo. Sea A = {(1,2), (2, 3), (3,4), (4,3), (4,1)}
el conjunto de arcos del grafo. por lo tanto, el conjunto V' y A definen el grafo de la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Ejemplo de Grafo

Adicionalmente, una secuencia de arcos tales que todo arco tienen exactamente un vértice en comun
con el arco anterior se denomina cadena. Un camino es una cadena en la cual el nodo terminal de
cada arco es idéntico al nodo inicial del arco siguiente. Por ejemplo, la secuencia (1,2) — (2,3) — (4, 3)
es una cadena, pero no un camino. La secuencia (1,2) — (2,3) — (3,4) es una cadena y un camino.
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2. El Problema de la Ruta Mas Corta

En un grafo para este tipo de problema, cada arco debe tener una longitud asociada. Supongamos
que se comienza en algin nodo, por ejemplo el nodo 1. El problema de encontrar la distancia minima
entre el nodo 1 y cualquier otro nodo de la red es conocido como el problema de la Ruta Més Corta.
Consideremos un ejemplo.

Ejemplo 1 Supongamos que se envia energia eléctrica desde una planta (nodo 1) a una cierta ciudad
(nodo 6) a través de una serie de subestaciones (nodos 2 al 5). Las distancias entre las combinaciones
factibles se entregan en la Figura 2.1. Determine la forma de enviar la energia de modo de minimizar
la distancia a Tecorrer.
3
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Figura 2.1: Grafo del Ejemplo 1

Si todas las longitudes de los arcos son no negativas, se puede emplear el algoritmo de Dijkstra
para resolver el problema de la ruta méas corta. Se comienza asigndndole una etiqueta permanente
[0, s] al nodo 1. El valor 0 indica que la distancia acumulada al nodo es cero, la letra s indica que es el
nodo de partida (start). A continuacién, a cada nodo i que esté conectado al nodo 1 se le agrega una
etiqueta temporal [cy;, 1]. El valor ¢;; corresponde a la longitud asociada al arco 1 — 4, el 1 indica el
nodo predecesor. Al resto de los nodos de la malla, es decir, aquellos que no estdn conectados al nodo
1, se les agrega la etiqueta temporal [M, —]. La M indica que la distancia acumulada desde el nodo 1
no es conocida y por lo tanto se asume que muy grande, el guién — representa que el nodo predecesor
no estd identificado. Luego, se busca la menor distancia acumulada y se conecta el nodo respectivo (se

encuadra). En este caso, la menor distancia acumulada pertenece al nodo 3, por lo que se encuadra
(Figura 2.2).
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Figura 2.2: Primer Paso - Ejemplo 1

Luego, se busca la menor distancia entre los nodos que es posible conectar a los nodos encuadrados
(se recalculan las etiquetas). En este caso se puede acceder al nodo 6 a partir del 3 por lo que se
reemplaza su etiqueta por [6,3]. Se selecciona la menor distancia posible de conectar (nodo 2) y se
encuadra. Hasta este punto, el grafo queda segin se muestra en la Figura 2.3.

A continuacién, se busca el camino méas corto para los nodos inmediatamente consecutivos a los
que ya estan conectados, en este caso, los nodos 4 y 5. A cada uno de dichos nodos se asociard una
nueva etiqueta de la forma [d, k]. El valor d queda definido por:
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Figura 2.3: Segundo Paso - Ejemplo 1

d = min etiqueta actual del nodo j
N etiqueta permanente del nodo i + c¢;;

El nodo antecesor a j se incorpora en su etiqueta como k. Resolviendo, se completa la Figura 2.4.

[4 1] [7 2]
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Figura 2.4: Tercer Paso - Ejemplo 1

Finalmente, se resuelve el nodo restante y se completa el problema (Figura 2.5).

[4,1] [7,2]

[0, s] /
)

Figura 2.5: Grafo final - Ejemplo 1

La solucién al problema anterior es muy simple ya que los arcos poseen un unico sentido. No
obstante, en general, los arcos pueden ser recorridos en ambos sentidos, lo que puede aumentar signi-
ficativamente el nimero de combinaciones. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2 Determine la distancia minima desde el nodo 1 a cada nodo de la malla (Figura 2.6).

e @\@/ ®\@
4\@/

Figura 2.6: Grafo del Ejemplo 2
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Si aplicamos el método a este ejemplo se debe resolver primero los nodos 2 y 3, inmediatos al nodo
1 (Figura 2.7).
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Figura 2.7: Paso 1 - Ejemplo 2

A continuacién, podemos marcar como conectado al nodo 3, pues la minima distancia al nodo 1
es la etiqueta actual. Volvemos a calcular la etiqueta del nodo 2 y cambiamos también la etiqueta del
nodo 5 (Figura 2.8).
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Figura 2.8: Paso 2 - Ejemplo 2

Luego, podemos marcar como permanente la etiqueta del nodo 2 y calcular las etiquetas de los
nodos 4 y 5 (Figura 2.9).
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Figura 2.9: Paso 3 - Ejemplo 2

A continuacién, se puede marcar como definitiva la etiqueta del nodo 5 y recalcular las etiquetas
de los nodos 4 y 6 (Figura 2.10).

13 3] [30 2]
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Figura 2.10: Paso 4 - Ejemplo 2

De acuerdo a las distancias calculadas, podemos marcar como definitiva la etiqueta del nodo 6 y
recalcular la etiqueta del nodo 7 (Figura 2.11).
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Figura 2.11: Paso 5 - Ejemplo 2

Luego, la minima distancia estd asociada al nodo 4. Marcamos como asignado dicho nodo y se
analiza si conviene cambiar la etiqueta del nodo 7 (Figura 2.12). En este caso, la distancia al ultimo
nodo conectado es mayor a la etiqueta temporal, por lo que no se modifica.

[132,3] 17 [QCQDG]
b \V i
5

Figura 2.12: Grafo Final - Ejemplo 2

De acuerdo al grafo obtenido, los caminos desde el nodo 1 se resumen en el Cuadro 2.1.

Cuadro 2.1: Resumen - Ejemplo 2

Nodo | Ruta mas corta desde el nodo 1 | Distancia
2 1-3-2 13
3 1-3 10
4 1-3-5—-4 18
5 1-3-5 14
6 1-3-5-6 16
7 1-3-5-6-7 22

Si bien los dos ejemplos revisados corresponden evidentemente a problemas de tipo ruta més corta,
en general existen multiples situaciones que pueden ser planteadas como un problema de este tipo para
luego obtener una solucién éptima graficamente.
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Ejemplo 3 Se acaba de adquirir (tiempo 0) un vehiculo nuevo por un valor de US$12000. El costo
de mantener un automovil durante un ano depende de la antigiiedad del vehiculo a comienzo del ano
(Cuadro 2.2). Para evitar incurrir en elevados costos de mantencion, es posible vender el vehiculo
usado y adquirir uno nuevo. El precio de venta del automovil usado depende de los afios de uso que
tenga (Cuadro 2.3). Para simplificar los cdlculos, se puede asumir que el costo de un vehiculo nuevo
es siempre US$12000, independiente del ano de compra. El objetivo es determinar el programa de
renovacion del automovil de forma de minimizar los costos metos durante los proximos cinco anos,
considerando que al final del periodo se vende el vehiculo. Formule y resuelva el modelo como un
problema de ruta mds corta.

Cuadro 2.2: Costos de Mantencion - Ejemplo 3

Afios de antigiiedad | Costo anual de mantencién (US$)
0 2000
1 4000
2 5000
3 9000
4 12000

Cuadro 2.3: Precio de Venta - Ejemplo 3

Afos de antigiiedad | Precio de Venta (US$)
0 7000
1 6000
2 2000
3 1000
4 0

Un posible planteo podria ser a través de un grafo de seis nodos. Cadanodo i (i = 1...6) representa
el inicio del ano i. Para todo i < j, el arco (4,7) corresponde a la compra de un automévil nuevo al
inicio del afio ¢ y su venta al inicio del afio j. Sea ¢;; la longitud del arco (4, j) definida como el costo
neto de comprar, mantener y vender el vehiculo desde el inicio del ano ¢ al inicio del ano j. Luego:

cij = costos de mantencién durante los anos 7,7+ 1,...,J
+costo de compra al inicio del ano ¢
—precio de venta al inicio del afio j

Calculando los valores de los ¢;; para las combinaciones posibles se obtiene:
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clo = 2412-7 = 7
c13 = 24+4+4+12-6 = 12
Clg = 2+4+5+12—2 = 21
cis5 = 24+44+5+9+12-1 = 31
cl6 = 24+44+454+9+12+12—-0 = 44
Co3 = 24+12—-7 = 7
cy = 24+4+4+12-6 = 12
Co5 = 24+445+12-2 = 21
Cog — 2+4+5+9+12—1 = 31
c3y = 2+412-7 = 7
c3z = 24+4+4+12-6 = 12
C3g — 2+4+5+12—2 = 21
cs = 2412-7 =7
cg6 = 24+44+12—-6 = 12
cs6 = 2+12-7 = 7

De acuerdo al planteo anterior la longitud de cualquier camino desde el nodo 1 al nodo 6 cor-
responde al costo neto durante los préximos 5 anos correspondientes a una estrategia particular de
compra, mantencion y venta del vehiculo. A continuacién se puede construir el grafo del problema
(Figura 2.13).

Figura 2.13: Grafo - Ejemplo 3

Por simplicidad, representaremos sélo las etiquetas de los nodos del grafo. Calculando las etiquetas
iniciales se tiene:

0,s] [7,1] [12,1] [21,1] [31,1] [44,1]

A continuacién definimos como conectado el nodo 2 y se recalculan las etiquetas. Sélo disminuye
la distancia a los nodos 4, 5 y 6.

0,s] [7,1] [12,1] [21,1] [28,2] [38,2]

Se define como permanente la etiqueta del nodo 3 y se recalculan las etiquetas temporales. En este
caso, disminuyen las distancias a los tres nodos restantes.

0,s] [7,1] [12,1] [19,263] [24,3] [33,3]

Se marca como asignado el nodo 4 y se recalculan las etiquetas. La del nodo 4 no mejora, pero
si la del nodo 6.

0,s] [7,1] [12,1] [19,263] [24,3] [31,4]

Finalmente, sélo resta chequear la asignacién del nodo 5 y recalcular la asignacién del nodo 6.

7
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0,s] [7,1] [12,1] [19,263] [24,3] [31,46 5]

Por lo tanto, uno de los caminos mas cortos para llegar del nodo 1 al 6 es: 1 —3 — 5 — 6, con un
costo neto total asociado de US$31000. Los otros caminos alternativos se obtienen directamente de
las etiquetas de los nodos.
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3. El Problema del Arbol de Expansion Minima

Suponga que cada arco (7,j) de una red tiene asociado una cierta longitud. Por otro lado, cada
arco (i, 7) representa un via que conecta el nodo i con el nodo j (en ambos sentidos). En muchas apli-
caciones se puede desear determinar el conjunto de arcos de la red a través de los cuales se conectan
todos los nodos de red de forma de minimizar la longitud total de los arcos. Claramente, un conjunto
de arcos puede no contener un loop (camino cerrado).

En una red de n nodos, un arbol es un grupo de n — 1 arcos que conecta todos los nodos de la
red y que puede contener caminos abiertos (no loop). Luego, el 4rbol de expansién minima, es el arbol
cuyos arcos tienen la menor longitud total posible.

Para resolver el problema del arbol de expansién minima se pueden seguir los siguientes pasos:

Paso 1 Construir una tabla representando en filas y columnas los nodos de la red. Cada celda i — j
se completa con la distancia entre los nodos © y j. Si la conexion no es posible, se agrega una M. Se
agrega una columna auziliar para indicar los nodos ya conectados.

Paso 2 Se inicia en cualquier nodo i. Se indica como conectado en la columna auziliar. Se tarja la
columna del nodo i y se busca el menor coeficiente no tarjado de la fila i, se identifica dicho nodo
como j.

Paso 3 Se marca como conectado el nodo j en la columna auziliar. Se tarja la columna j. Se busca
el menor coeficiente no tarjado entre las filas de los nodos ya conectados y se marca el nuevo nodo.
Se repite el paso hasta completar la conexion de todos los nodos.

Veamos un ejemplo de aplicacién.
Ejemplo 4 Una pequeria escuela dispone de 5 computadores. La distancia entre cada equipo se mues-

tra en la Figura 3.1. 5 Cudl es la longitud minima de cable requerida para conectar todos los computa-
dores ¢

|
e
3

Figura 3.1: Grafo - Ejemplo 4

En primer lugar, se construye la tabla para la resolucién de la malla (Cuadro 3.1)




Primer Semestre 2004 Modelos de Grafos

Cuadro 3.1: Tableau Inicial - Ejemplo 4

Conectado

1
T W N~
N D= O
=2 w o |
O U1 O W oW
N = RN N
O NN

Cuadro 3.2: Primera Iteracién - Ejemplo 4

2
@
0
3
M
2

Conectado ]

!

1
T W N
OGO W oA | W
B~ o ot ok
=INENEN

Arbitrariamente conectamos el nodo 1. En la primera fila, el menor costo es al nodo 2 y se selec-
ciona (Cuadro 3.2).

Luego, se marca como conectado el nodo 2. Se selecciona el menor valor no tarjado entre la primera
y segunda fila. En este caso corresponde al nodo 5 y se marca en cualquiera de los dos filas pues tienen
la misma distancia (Cuadro 3.3).

Cuadro 3.3: Segunda Iteracién - Ejemplo 4

Conectado 1 i 3 4 5

J/
Vv

QU W N =
L
N Ot O W =

A continuacién, se marca como conectado el nodo 5 y se tarja su columna. Luego, se busca el
menor costo no tarjado entre las filas conectadas. En este caso corresponde al nodo 3 (Cuadro 3.4).

Finalmente, se marca como conectado el nodo 3 y se busca la asignacion a la tinica columna restante

(Cuadro 3.5).

Leyendo el tableau, la asignacién queda (Figura 3.2):

10



Primer Semestre 2004 Modelos de Grafos

Cuadro 3.4: Tercera Iteracién - Ejemplo 4

Conectado ] Z# 3 4 $
vV 1 4 6
v 2|1 3 M
- 314 0 5
- 4 | 5 0
v 59 @) 4

Cuadro 3.5: Cuarta Iteracién - Ejemplo 4

Conectado 1 $ 4 $
v 1 '
v 2|1 M
vV 314 5
- 4 M 0
v 502 2 @

12 =1
25 = 2
53 = 2
54 = 4

9

'S

Figura 3.2: Arbol de Expansiéon Minima - Ejemplo 4

11
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Ejemplo 5 Determinar el drbol de expansion minima de la malla de la Figura 3.5.

Figura 3.3: Grafo - Ejemplo 5

Resolviendo se completa el Cuadro 3.6, con una longitud total de 11.

Cuadro 3.6: Tableau Final - Ejemplo 5

Conectado Jr ? 4 $ (ii

N
e

L L
S S SO R
=

-

12
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4. El Problema del Flujo Maximo

Muchas situaciones pueden ser modeladas como un problema de red, en algunos casos cada arco
puede tener una cierta capacidad que limite la cantidad de algiin producto que pueda ser enviado a
través de cada arco. En tal caso, es importante determinar la cantidad maxima que puede ser trans-
portada desde un punto inicial (fuente) a un punto terminal (pozo, sumidero o destino). Este
tipo de problema se denomina problema de Flujo Maximo.

Ejemplo 6 Una refineria desea enviar la mdzima cantidad posible de petrdleo (por hora) a través de
un sistema de tuberias desde el nodo s, al nodo s; de la Figura 4.1. El petréleo debe pasar a través de
una o varias estaciones (1, 2 6 3). Los arcos representan tuberias de distintos didmetros. El nimero
mazimo de barriles de petréleo (millones de barriles por hora) que pueden ser bombeados a través de
cada arco se indican en la Figura 4.1. Formule un modelo de LP que determine el nimero mdximo de
barriles que pueden ser enviados a través del sistema de tuberias.

®
arofo e

Figura 4.1: Grafo - Ejemplo 6

Como s, es un nodo fuente, de él sélo puede salir flujo. Como s; es un destino, solo puede recibir
flujo. Para formular el modelo emplearemos las variables:
x;; = cantidad de barriles enviadas a través del arco (i, j)

El flujo en cada arco debe satisfacer la restriccion:

0 < flujo por el arco < capacidad del arco

En cada nodo se debe satisfacer que:

flujo entrante al nodo ¢ = flujo saliente del nodo ¢

Asumiendo que es xq el flujo a través de la red, la funcién objetivo serd entonces maximizar xg.
Luego, el modelo completo queda:

13
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Max 2z = xg

st Ty 1 < 2 (Restricciones de capacidad de los arcos)

Ts,,2 < 3

x12 < 3

L2,s; < 2

13 < 4

3,54 < 1

T = Zg, 1+ Ts,2 (Restriccién del nodo s,)
T, 1 = 212 + 713 (Restriccion del nodo 1)
Ts,2 +T12 = Tog (Restriccién del nodo 2)
13 = I3, (Restriccién del nodo 3)
T35 + T2, = To (Restriccién del nodo s;)
iL'ij Z 0

Una solucién éptima para el problema de LP es z = 3, 5,1 = 2, z13 = 1, 212 = 1, 25,2 = 1,
1‘3,31. = 1, 1‘2751. =2 Yy o = 3.

Para comprender de mejor forma el funcionamiento del algoritmo gréfico para determinar el flujo
maximo consideremos un camino en la malla que vaya desde el nodo s, al nodo s;, por ejemplo el
camino s, — 1 — 2 — ;. Se dice que la cantidad de flujo a lo largo de dicho recorrido es factible si:

1. No se excede la capacidad de ningtin arco del camino.

2. Los nodos intermedios satisfacen que el flujo entrante a cada nodo sea igual al saliente.

De las condiciones anteriores se desprende que la capacidad maxima que puede fluir desde la fuente
al destino a través de un camino es igual o menor a las capacidades de los arcos de dicho camino. Por
ejemplo, en el camino s, — 1 — 2 — s;, el arco de minima capacidad es el (s,,1) o el (2,s;), por lo tanto
la capacidad méaxima del camino es 2.

Para aplicar el algoritmo grafico, es mas conveniente emplear la notacién de la Figura 4.2. En lugar
de emplear flechas en los arcos, la ubicacion de los nimero determinan el sentido del flujo.

Q %
E;/ \0
OLTL0-E
Figura 4.2: Grafo - Ejemplo 6

El algoritmo de flujo maximo considera sucesivamente varios flujos de prueba. El algoritmo re-
visara los flujos de prueba con el objeto de incrementar el flujo total a lo largo de la red. Para ello,
emplearemos las siguientes reglas en cada arco:

1. Se reduce la capacidad en la direccion del flujo asignado en la cantidad del flujo.

2. Se aumenta la capacidad en sentido opuesto en la cantidad del flujo.

14
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O—"O
Figura 4.3: Arco (1,2) - Ejemplo 6

A modo de ejemplo, consideremos el arco (1,2) de la malla (Figura 4.3). Este arco posee una
capacidad de 3 en el sentido hacia la derecha, y 0 en el sentido inverso.

De acuerdo a las reglas anterior, al asignar 2 unidades de flujo a este arco se debe actualizar la
capacidad del arco (Figura 4.4). En esta situacién, se ha disminuido en 2 unidades la capacidad de
flujo del arco en la direccién 1 — 2 y se ha aumentado la capacidad en 2 unidades en la direccién
2 — 1. La capacidad en la direccién 2 — 1 es ficticia pues cualquier flujo futuro que se asigne en la
direccién 2 — 1 simplemente cancelaria parte del flujo 1 — 2 ya asignado.

O——O
Figura 4.4: Arco (1,2) - Ejemplo 6

Luego, se pueden definir los pasos de aplicacién del algoritmo grafico:

Paso 1 Encontrar cualquier camino de la fuente al destino que tenga capacidad de flujo positiva. Es
decir, considerando todos los arcos del recorrido, la minima de las capacidades en la direccion del flujo
(fuente — destino) debe ser positiva. Si no existen dichos caminos, se ha encontrado el dptimo.

Paso 2 Sea cpipn la capacidad minima de flujo entre todos los arcos seleccionados en el Paso 1. Se
aumenta el flujo existente a través de la red al enviar un flujo adicional de cmin sobre este camino.

Paso 3 Por este mismo camino se debe disminuir las capacidades en la direccion del flujo en cada
arco en Cmin. Ademds, se debe aumentar la capacidad en la direccion opuesta en Cpgn para todos los
arcos del camino.

A continuacion podemos aplicar el algoritmo al Ejemplo 6. Si se escoge arbitrariamente el camino
o — 1 —2—s; el valor de ¢, es 2. Luego, incorporamos dos unidades de flujo y actualizamos los
arcos de la red (Figura 4.5).

%
L Qe
Figura 4.5: Primera Iteracion - Ejemplo 6
Buscando un camino con capacidad de flujo positiva, sélo se encuentra la secuencia s,—2—1—3—s;.
En este caso el valor de ¢;,;, es 1. Luego, incorporamos una unidad de flujo y actualizamos los arcos

de la red (Figura 4.6).

No existen otros caminos con capacidad positiva, por lo que se ha encontrado el 6ptimo. Luego, el
flujo maximo es de 3 millones de barriles por hora. El flujo neto en cada arco se obtiene de la diferencia

15
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Figura 4.6: Segunda Iteracién - Ejemplo 6

entre la capacidad inicial y la capacidad final en cada arco (Figura 4.7).

®

3 2 X &
\@/@ O

Figura 4.7: Diagrama de Flujo Maximo - Ejemplo 6

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de redes se relaciona con el problema de flujo
maximo. El resultado, llamado teorema del flujo maximo - corte minimo. Un corte es una
particién del conjunto de nodos en dos clases ajenas, sean C7 y C,. La fuente estd en C7 y el destino
en C,,. Considere todos los arcos que conectan directamente un nodo de C7 a un nodo de C,,. La suma
de las capacidades de esos arcos, en la direcciéon C7 — C), se llama capacidad de corte.

El Cuadro 4.1 muestra los distintos cortes posibles para el Ejemplo 6 y su respectiva capacidad.

Cuadro 4.1: Cortes y sus capacidades - Ejemplo 6

Ch Ch Capacidad
So 1,2,3,8; |24+3=5
S0, 1 2,3, 8; 44+3+3=10
So, 1,2 3, 8; 442=5
S0, 1,3 2,8; 1+3+3=7
S0,1,2,3 | 84 1+2=3

El Cuadro 4.1 también permite enunciar el Teorema del flujo méximo y corte minimo:

Teorema 1 FEl flujo mdximo de cualquier red es igual a la capacidad del corte minimo.

16
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Ejemplo 7 Determinar el flujo mdzimo en la red (Figura 4.8).
0 @ 8

PAYaAYS
AW

Figura 4.8: Grafo - Ejemplo 7

Aplicando el método gréfico descrito se obtiene un flujo maximo de 14 unidades (Figura 4.9). Se
puede verificar la solucion mediante el teorema de flujo maximo y corte minimo.

/6 9@%
Wt

Figura 4.9: Diagrama de Flujo Maximo - Ejemplo 7
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5. Problema del Flujo de Costo Minimo

El problema de transporte, asignacién, transbordo, ruta més corta, flujo médximo y CPM corres-
ponden a casos particulares del problema de Flujo de Costo Minimo (MCNFP). Cualquier MCNFP

puede ser resuelto a través de una generalizacién del Simplex de transporte llamado el Simplex de
Redes.

Para definir un MCNFP considerremos:

xj; = mndmero de unidades de flujo enviadas desde el nodo i al j por el arco (i, j)

b; = suministro neto de nodo i (entrante o saliente)

¢ij = costo de transportar una unidad de flujo desde el nodo i al j por el arco (i, j)
Lij = cota inferior para el flujo a través del arco (i,7) (en general L;; = 0)

U;; = cota superior para el flujo a través del arco (i, j)

Luego, el modelo de LP puede ser escrito como:
Min 2z = ZV (4,5) CijTij
st D Tij — 2k Tki = b (Para cada nodo i en la red)

Lij < x5 < Uyj (Para cada arco en la red)

El primer grupo de restricciones tiene que ver con el balance del flujo en cada nodo. El segundo
grupo de restricciones garantiza que el flujo en cada arco esté dentro de la capacidad admisible.

Para ilustrar que el problema de transporte es un caso particular de un MCNFP consideremos el
problema de transporte definido en el Cuadro 5.1. Los nodos 1 y 2 son puntos de oferta, mientras
que los nodos 3 y 4 son puntos de demanda. Luego: by = 4, b = 5, b3 = —6 y by = —3. La malla
correspondiente al MCNFP asociado se ilustra en la Figura 5.1.

Cuadro 5.1: Problema de Transporte como MCNFP
1 [ 2

4 (Nodo 1)

[ 3 [ 4

5 (Nodo 2)

6 3
(Nodo 3) (Nodo 4)

Por otro lado, podemos construir el modelo de programacién lineal asociado al problema de trans-

porte: Min 2z =219 4+ 2214 + 3x03 + 404
st 13+ T14 = 4 (Nodo 1)
23 + T4 = 5 (Nodo 2)
—X13 — I23 = —6 (NOdO 3)
—T14 — Toy = -3 (Nodo 4)
Tij > 0
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Punto de Oferta 1 @ @ Punto de Demanda 1

Punto de Oferta 2 @ @ Punto de Demanda 2

Figura 5.1: Diagrama de Flujo Maximo - Ejemplo 7

Las dos primeras restricciones son las restricciones de oferta, la tercera y la cuarta son las res-
tricciones de demanda (multiplicadas por —1). Como el problema de transporte no tiene asociada una
capacidad a cada arco, las restricciones de balance de flujo en cada nodo son las Unicas necesarias.
Si el problema no hubiera estado balanceado no hubiera sido posible formular el problema como un
MCNFP. Por ejemplo, si la oferta total fuera mayor a la demanda total, no se podria determinar con
certeza el flujo entrante a cada nodo de oferta. En este caso, para formular un problema de transporte
o transbordo no balanceado, se debe agregar a la malla del MCNFP nodos artificiales.

Siguiendo la misma légica anterior, se puede verificar que los problemas de asignacion, flujo maxi-
mo, ruta mas corta y CPM son casos particulares del problema de flujo de costo minimo. La resoluciéon
general de un MCNFP puede llevarse a cabo a través del Método Simplex para Redes que no sera es-
tudiado en detalle en esta oportunidad.
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